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Als Verallgemeinerung der N-Parameter-Familien (oder unisolventen 
Familien, siehe Tornheim [8], Curtis [3]) fi.ihrte 1961 J. R. Rice [7], angeregt 
durch die Approximationseigenschaften der Rationalen Funktionen, den 
Begriff der varisolventen Familie ein: 
Sei [a, b] ein kompaktes Interval1 in iw, m eine natiirliche Zahl und 
Y c %?[a, b]. 
Man sagt, J” besitzt die Eigenschuft Z corn Grad m in v,, E 9 ‘, wenn fiir 
alle u E 1’ mit zj # z’~ die Funktion t’ - u0 hiichstens m - 1 Nullstellen 
besitzt. 
‘ti” heibt lokal solvent vom Grad nl in v0 E Y -, wenn fiir jedes E > 0 und jede 
Wahl von m verschiedenen Punkten x1 ,..., -yqn in [a, b] ein 6 > 0 existiert, 
soda0 fur alle y1 ,..., 31~~ mit I v,,(x~) - yi I < 8, 1 < i .< m, ein v E Y“ 
existiert, sodal ZI(.X~) =L yi , 1 < i < 111, und I/ v - z’” IKn < E gilt. 
Y heif3t varisolvente Fumilie, wenn fur alle v E Y ein m(v) E N existiert, 
sodab 11^ die Eigenschaft 2 vom Grad m(v) in v besitzt, und 3’ lokal solvent 
vom Grad m(v) in v ist. 
Gewiihnlich betrachtet man nur varisolvente Familien von beschranktem 
Grad. Ein wichtiges Ergebnis war folgende Charakterisierung: 
Sei Y” eine varisolvente Fumilie und f E ‘%[a, b]\-t’. I+, ist genau dann beste 
Approximation zu f in P”, wenn die Fehlerfunktion f -- vO m(v,)-mal alterniert. 
1968 wies C. Dunham [4] auf eine Liicke im Beweis dieses Satzes sowie des 
entsprechenden Satzes von Tornheim [S] hin, namlich: Die Existenz einer 
konstanten Fehlerkurve 1813t sich nicht ausschlieljen. Fur die unisolventen 
Familien existieren Alternativbeweise von Novodvorskii und Pinsker [6] 
sowie von Curtis [3], die diesen Fall unmijglich machen. Bei den varisol- 
venten Familien war dies nur unter zusatzlichen Voraussetzungen miiglich, 
von denen wir einige anftihren wollen: 
Dunham [4] erwahnt, dab eine konstante Fehlerkurve bei Familien mit 
folgender Dichteeigenschaft ausgeschlossen ist: 
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9. besitzt die Dichteeigenschaft, wenn fur alle u E p” und E > 0 Funktionen 
q und L’~ in -t existieren, sodaB v - E < v1 < v < V~ < v -/ E. 
Diese Eigenschaft stellt sogar eine notwendige Bedingung dar: Seien v E %’ 
und E > 0 gegeben. Seien fi : == v - ~12 und ,fz : z-z v + ~12. Dann miissen 
v1 und cq in Y existieren, sodal I! vi -5 ~ i. <: e/2 fur i == 1, 2 gilt; denn 
sonst ware c beste Approximation zu fi und f2 mit konstanter Fehlerkurve. 
v1 und vz erfiillen aber die gewiinschten Eigenschaften. 
Barrar und Loeb [I] zeigten, da13 v E 9“ mit m(v) = 1,2 oder 3 nicht 
Element bester Approximation mit konstanter Fehlerkurve sein kann, 
wahrend D. Braess [2] im Fall, da0 der Grad der Solvenz beschrankt ist, 
alle Elemente in $. mit maximalem Grad m(v) ausschlol3. Schlieljlich zeigten 
Ling und Tornga [5], dab eine Existenzmenge keine konstante Fehlerkurve 
zu1al3t. 
Wir wollen nun ein einfaches Beispiel einer varisolventen Familie angeben, 
die das Phanomen der konstanten Fehlerkurve zulal3t. Dem Referenten sei 
an dieser Stelle fur einige niitzliche Hinweise gedankt. 
BEISPIEL. Wir betrachten das Interval1 1: = [- 1, I]. Mit 9’k bezeichnen 
wir die Menge der Polynome vom Grad <k, und fur p E .Y, sei n(p) die 
Anzahl der Nullstellen von p in 1, der algebraischen Vielfachheit nach 
gezahlt. Wir definieren nun eine Familie von Funktionen Y 1C %‘(I) wie folgt: 
Sei 
I. : -- {p E 96: n(p) ;; 3 und es ex. x E 1, sodal p(x) :> O} U (0:. 
Die beste Approximation einer negativen Konstanten mittels 9’” liefert 
trivialerweise eine konstante Fehlerkurve. Andererseits ist Y eine varisol- 
vente Familie: 
Die Eigenschaft Z ist fiir die Nullfunktion vom Grade 4 erfiillt, fiir alle 
anderen Elemente aus Y” vom Grade 7. Wir mtissen also nur noch die lokale 
Solvenz vom entsprechenden Grad nachweisen. 
Sei v E Y’\(O). Dann folgt aus der Interpolationseigenschaft der Polynome, 
da0 fiir jede Wahl der x1 ,..., x, in I und fiir jedes E > 0 ein 8 > 0 existiert, 
sodal fiir y1 ,...,y, mit 1 yi -- v(xJi < 6, 1 -< i < 7, genau ein vr E 8, 
existiert mit vl(xi) == yi , 1 < i -g 7, und 11 @) -- vy) [I,, < E fiir 0 -< k < 3. 
1st 6 > 0 hinreichend klein, so gilt n(vJ < n(v), also v, E Y, und damit ist 
die lokale Solvenz vom Grad 7 an der Stelle v gezeigt. 
Urn diese Eigenschaft vom Grad 4 an der Stelle 0 zu zeigen, wahlen wir 
x1 ,..., xq beliebig in I sowei ein T :> 0. Dann existiert ein 8 > 0 derart, dal3 
ftir 1 ri j < 6, I < i -< 4, ein eindeutiges f. E B, existiert, welches fo(xi) = y1 , 
I < i :g 4, sowie /If0 lip < 7 erftillt. Seien y1 ..,., y4 gegeben, und es gelte 
j yi 1 < 8. Wir betrachten das Interpolationspolynom f. E 8:, . Fur alle x E 1 
gelte 0.B.d.A. f,(x) < 0, denn sonst sind wir fertig. f. kann dann einfache 
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und dreifache Nullstellen hijchstens am Rand von I besitzen. UIII eine inter- 
polierende Funktion in Y zu finden, miissen wir mehrere Falle unter- 
scheiden. 
1. f. besitze kcine Nullstelle in I 
Es seien fi(x) : := flf=, (X - xi) und fi-(x) : == -h-,+(x). fi bezeichne eine 
der beiden Funktionen, welche den Wert $11 fi i/XI annimmt. Dann existiert 
fiir die Funktionen 
ein h, > 0, sodafi n( p,,,) > 0 ist, und fiir X < h, gilt: n(pJ = 0. Besitzt nun 
pA, genau eine Nullstelle [ in 1, gleich, welcher Vielfachheit, so ist fur h, > h, 
hinreichend nah bei h, die Funktion pA, in Y, denn p,&) > 0 und n( ph,) < 3. 
Es gilt ;~ pn, l~;D < 37. 
Besitzt phi mehr als eine Nullstelle in 1, sagen wir 5, , fZ und eventuell 5, , 
so definieren wir 
q(x) : = --gx - &)” + 1. 
Auf I gilt q(x) > 0, und q besitzt in .$I ein absolutes Maximum mit dem 
Funktionswert 1. Setzen wir nun 
m(x) :="fm -t vlw d-4, h 2 0, 
dann besitzt yA1 in I genau eine Nullstelle in [I , und wie oben erhalten wir 
ein rAp E Y”, welches interpoliert und I] rA2 llX < 37 erfiillt. 
2. f. besitze in I eine oder mehrere Nullstellen 
(a) Eine Nullstelle f1 von f. sei kein Interpolationspunkt. 0.B.d.A. 
gelte fi+(tl) > 0. Dann liefert, unabhangig von der Existenz einer weiteren 
Nullstelle von f. , die Funktion f. + Afl+ fur h > 0 hinreichend klein ein 
interpolierendes Element in Y mit Norm <27. 
(b) Eine Nullstelle e1 im offenen Interval1 I-1, 1[ sei Interpolations- 
punkt. Auch in diesem Fall liefert eine StGrung mit fi das Gewiinschte. 
(c) Einer der Randpunkte, 0.B.d.A. - 1, sei Nullstelle und Interpo- 
lationspunkt und fo(+ 1) < 0. 
(a) x4 < 1: Wir kiinnen annehmen, dal3 die Nullstelle in -1 einfach 
ist, denn sonst storen wir einfach wieder mit,f,-. Sei 
s, : = f” + hfi+, x > 0. 
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fr+ ist in lx2 , x,[ und in 1x4, I] positiv. Sei 
h, := min{h > 0: s,, besitzt in ]xz , xJ u 1x4, I] eine Nullstelle}. 
Es konnen drei Falle eintreten: 
6) sA1 besitzt in ]xz , x3[ eine doppelte Nullstelle und keine in 
1x4, 11. Dann sind wir fertig mit X, > X, hinreichend nah bei X, , und 
II SA2 I!cz < 37. 
einfache i!? 
s,+ besitzt eine doppelte Nullstelle ,$I in ]xZ , x3[ und eine 
+ 1. Dann liefertf, + h&+q, q wie oben, das Verlangte, und die 
Norm ist wieder <37. 
(iii) s,,~ besitzt keine Nullstelle in ]x2 , xg[. 1st die Nullstelle in 
lx, , I] einfach oder doppelt, so liefert wieder snz das Gewiinschte. Doch such 
die letzte Moglichkeit einer dreifachen Nullstelle in +l bereitet uns keine 
Schwierigkeiten, denn dann sind in einem hinreichend kleinen Interval1 
]I - 7, 1[ die Ableitungen sll sowief:’ grijI3er als 0, und es gilt hierf,+ > 0. 
Also gilt n(s,,,,) == 2, und wieder ist /j s,+~ jico < 37. 
(p) s, = I : D’ reser Fall Ia& sich wie (CX) (i) behandeln. 
(d) Beide Randpunkte von I seien Nullstellen und Interpolations- 
punkte. 0.B.d.A. seien beide Nullstellen einfach, denn sonst stijren wir wieder 
mitf,. Seifiirh 30 
tA :=,fo + Afp. 
Es sei h, : = sup{h > 0: t;(-1) < 0 und ti(-i- 1) 3 O}. Fur alle h E [0, h,[ 
gilt n(t,) = 2. Denn sonst bes5Be fur ein h* < X, das Polynom t,,* in 
5El”%> x3[ ein relatives Maximum und eine Nullstelle, und Nullstellen in i 1. 
Also ware der x4-Term von I~* positiv. Dieser ist jedoch nach Konstruktion 
von t, negativ. 
Verschwindet an einem der Endpunkte von I die Ableitung til zuerst, so 
liegt fiir /\* > X, hinreichend nah bei h, die Funktion tA, in Y und inter- 
poliert. Andernfalls definieren wir 
UA(X) : = fO(X) 4 p( 1 - x) Xf-(x). 
Dann verschwindet uil , wahrend fiir alle x >, 0 gilt: ui(+l) = fi(+l) > 0. 
Deshalb erhalten wir wie oben ein uAz E Y, welches interpoliert. 
Wir schatzen nun 1) tAz Ilrn und 11 un, Ilrn ab. Zunachst gilt I/ uAz Ilm < I] tA, /Iw . 
Aus der Markov’schen Ungleichung erhalten wir -fb(- 1) :g 97. Setzen wir 
Y : = f ;‘(- 1), so erhalten wir h, -< 97/v, und wir konnen h, < 107/v wahlen. 
So erhalten wir 
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mitp 1 160;~. da .fr- , s.. 16 gilt. 1st nun t _. 0 gegeben, so geniigt 
es in allen Fallen, 
E E/ 
7 . _ mm ~. ~---’ 
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zu wghlen, urn eine interpolierende Funktion in 3‘ zu erhalten, deren Norm 
kleiner als E ist. Hiermit ist die Varisolvenz von 9‘ gezeigt. 
Bemerkung. Man sieht sofort em, da13 die beste Approximation stetiger 
Funktionen mittels Elementen einer varisolventen Familie nicht eindeutig 
zu sein braucht. Sei hierzu 
und 
11“ -m= V‘n{f’~‘Z?(I):f(x); -1 fiirallesEZ] 
w-:={lvEqz):--M’- lEY“]U”t/“. 
Es ist klar, da13 such W eine varisolvente Familie ist. 0 und 1 sind jedoch 
Elemente bester Approximation zu -Q in W. 
Man sieht such leicht, dab die Elemente einer varisolventen Familie, die 
eine konstante Fehlerkurve zulassen, Hiiufungspunkte in ??(I) besitzen 
konnen. Hierzu definieren wir fiir E > 0, vC : =~: {tl G ,Y’: /I c’ ~jX < E und es 
ex. x E Z, sodal. v(x) < O}. 
Jedes vC ist als Schnitt einer varisolventen Familie und einer offenen Menge 
wieder varisolvent, und sie approximiert beliebige konstante Funktionen #O 
mit konstanter Fehlerkurve. Sei nun 
WI ist wieder varisolvent, und 0 ist H&fungspunkt der konstanten 
Funktionen (1 /n) E WI . 
LITERATUR 
I. R. B. BARRAR AND H. L. LQEB, On rl-parameter and unisolvent families, J. Approxitna- 
tion Theory 1 (1968), 180-181. 
2. D. BRAESS, On varisolvency and alternation, J. Approximation Theory 12 (1974), 23& 
233. 
3. PH. C. CURTIS, JR., n-parameter families and best approximation, Pacific J. ,Wath. 
9 (1959), 1013-1027. 
4. C. B. DUNHAM, Necessity of alternation, Canad. Marh. Bull. 10 (1968), 743-744. 
5. W. H. LINC AND J. E. TORNGA, The constant error curve problem for varisolvent families, 
J. Approximation Theory 11 (1974), 54-72. 
DAS PHANOMEN DER KONSTANTEN FEHLERKURVE 329 
6. E. N. NOVODVORSKI~ AND I. S. PINSKER, On a process of equalization of maxima, Uspehi 
Mat. Nuuk 6 (1951), 174-181 (russisch). 
7. J. R. RICE, Tchebycheff approximations by functions unisolvent of variable degree, 
Trans. Amer. Math. Sot. 99 (1961), 298-302. 
8. L. TORNHEIM, On n-parameter families of functions and associated convex functions, 
Trans. Amer. Math. Sot. 69 (1950), 457-467. 
